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RESUMEN

Se informa acerca de la implementacién de un modelo numérico simple capaz de generar sismogramas
sintéticos. E1 modelo, propuesto por Alterman y Karal (1965) es descrito en detalle, particularmente su
procedimiento de calculo el que en el articulo original no aparece suficientemente explicito. El modelo esta
constituido por una capa horizontal sobre un semiespacio y posee sir etria cilindrica. La fuente compresio-
nal se extiende en una region finita, rodeada por dos contornos cer: ados en el dominio computacional, a
través de los cuales la informacién es transferida al resto del espacio.

Para evitar reflexiones espurias procedentes de los bordes de la region de cilculo se introducen las condi-
ciones de borde sugeridas por Smith (1974). Ellas muestran ser eficientes, al permitir identificar fases que
de otro modo serian encubiertas por dichas reflexiones.

ABSTRACT

Transparent boundary conditions in the numerical generation of seismograms

The article reports on the implementation of a numerical model able to generate synthetic seismograms.
The finite difference model originally proposed by Alterman and Karal (1968) is described in detail, parti-
cularly with reference to the computational procedure which is not completely clear in their article. The
model has a homogeneous horizontal layer over a half space with cylindrical symmetry. The compressional
~ source extends over a finite region surrounded by two closed contours within the computational domain -
and through which information is transferred to the rest of the space.

To avoid spurious reflections from the borders transparent boundary conditions suggested by Smith
(1974) are introduced. They showed to be very efficient in allowing the identification of phases which
otherwise would be masked by such reflections.

1. INTRODUCCION

Los sismogramas sintéticos constituyen una importante herramienta en Sismologia, motivo por el cual,
en las Gltimas décadas ha habido una proliferacién de métodos para obtenerlos, los que varian en grados de
precision y facilidades de implementacién computacional.

De las numerosas técnicas disponibles para este propésito, el método de diferencias finitas es uno de los

. mas usados. Las ecuaciones de movimiento que describen la propagacion de ondas en un medio eldstico son

aproximadas por ecuaciones en diferencias finitas, las que pueden ser resueltas en una malla espacial discreta

mediante procedimientos numéricos. En este articulo se da cuenta de las primeras experiencias en un es-
fuerzo por montar un modelo de este tipo. ‘

Los métodos de diferencias finitas pueden ser clasificados en dos amplias categorias: explicitos e implici-

tos. Los esquemas explicitos simulan la ecuacién de propagacién determinando el movimiento de cada
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punto de la malla en un instante de tiempo dado exclusivamente en funcién de los movimientos previamen-
te determinados en tiempos anteriores. Por otra parte, los esquemas implicitos determinan simultineamente
el movimiento en todos los puntos de la malla para un instante de tiempo dado a partir de los valores cono-
cidos en tiempos anteriores a través de la inversion de la matriz correspondients.

En ambos esquemas las ecuaciones son resueltas recursivamente en el tiempo como un problema de valor
inicial para el movimiento en un medio excitado por una perturbacién (fuente).

De las dos categorias, el esquema explicito es computacionalmente mas econémico y es el empleado en
el presente trabajo.

Los problemas de propagacion de ondas son generalmente resueltos para medios infinitos, sin embargo,
la resolucién de dichas ecuaciones por métodos numéricos obliga el uso de fronteras artificiales, las que in-
troducen reflexiones espurias en los sismogramas sintéticos. El presente trabajo ilustra cémo dichas refle-
xiones se pueden anular implementando las condiciones de borde propuestas por Smith (1974) que coires-
ponden a la superposicion de dos soluciones, una de las cuales impone desplazamiento normal, mientras la
segunda impone desplazamiento tangencial y tensiones normales nulas en la frontera.

2. ECUACIONES DE MOVIMIENTO

Se utiliza un modelo desarroliado por Alterman y Karal (1968) con simetria axial de una capa horizontal
eldstica, homogénea e isotrpica sobre un semi-espacio de las mismas caracteristicas; sobre el eje del mode-
lo se ubica una fuente puntual de ondas compresionales.

Las densidades y constantes eldsticas en la capa y en el semi-espacio estin representadas por py, Ay, i ¥
Py, Ny, My, respectivamente. La profundidad de la interfaz y de la fuente son z; y z;.

La ecuaci6n de propagacién de ondas en un medio eldstico homogéneo e isotrpico estd dada por:

221 .
A+ 2p)V (V- 1) —puVxVxu=p YT 1)

dondeu=1u (1, z, t) es el vector desplazamiento.

Escribiendo la ecuacion (1) en coordenadas cilindricas, en funcién de los desplazamientos radiales y ver-
ticales u, w, se obtiene:

0%u 1du 1 o%w 2 2w 1 9%u '
LR P Y 5 o Lt 2
ar2 | ror 0z01 ) [azz 0z0r ":, 2 (28)
0*w 1 0u 82 Vo2 azw 9°u 1 9u , lo-w _ 13w

[822 L™ r az + 0z or ( ) ) or*  9zdr r oz T ror 1= vZ ot? (2b)

donde v y v, corresponden a las ve10c1dades de la onda Py S, respectivamente.

Las ecuaciones (22a) y (2b) no estén definidas parar = 0, por lo tanto es necesario derivar las ecuaciones
validas para el eje de simetria.

Debido a la continuidad del medio eldstico, el desplazamiento radial u es nulo a lo largo del eje de sime-
tria, por lo que en este caso la ecuacidn (2a) se reduce a:

u=0, _ (32)
' 1ou 1ow
Aplicando la regla de L’Hopital para — 5 y — T3 la ecuacion (2b) adopta la siguiente forma:
iy
" 92w Vg2, 0%u 1 82
022 vc) 1350z ardz 29t (3b)

Las condiciones de borde son determinadas imponiendo tensiones que se anulan en la superficie libre, y
tensiones y desplazamientos continuos en la interfaz.
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D_emmodohsumdi:im(bbade”mhmpuﬁciimmz=9§ninm:por:

CL S WY | Ylacl 4 ou' 4
G T 3D 2(vcl) [fv'+o-1=0 (4a)
ow' Ju!
== g B (4b)
Lrer * az) ] S
¥y para r = 0, Ia ecuacitn (4a) se puede escribir de la siguiente fonma:
w ot
3z + 2(1—2(7‘,‘:1")2)3 =0 )

donde dmpen'ndne 1 identifica a la apa_mpeﬂxydmpuﬁld&Zidenﬁﬁ:elmiespmioinfeﬂor.
AEnﬁmmanﬂnp,hscuﬂiimdebadepuahﬁgtuﬁzz:z;mqpmdqna:_

du' 1., ow' Vs 1,,
[ar+r“+az] 2(vn) [ru+ar] 6
V2, ow 1, . aw? V1, aw? ox)
=2y 2,1 o 0w, P s o1 2,4 99
P R P 2(;’—1)(vsl Pl ul+3]
aw' ' _my w? au?
or +az —_u,(ar +az (6h)
u! = »?
w! = w2 | 1Se)
Para el eje de simetria la ecuacién (62) adopta la siguiente forma:
ou' aw! Ve, 0w py V2 oo gu? dw? Vs2 . du?
— —4—)P — =) R o S ™ 7
[231' +az } 4("!3)2 or (p,)(;)zlz or +az 1 4(ch) or - ™

3. TRATAMIENTO DE LA FUENTE

hﬁlumepuntnaldeonbsPuﬁlnnlindadenﬂodehap,llolngoddejedesimétriaenelpunto
©, zg) hfumuomfmmawtmrmt:ﬂ,pmdomnxhcihenhtmﬁén,dumteunhtenﬂo
ﬁlitodetimpoymtenindoﬁmhnemeundeqﬂmnﬁnto constante en cada particula del medio para
00, como se observa en a Fig. 1a.

mdo&mhmmmwymmdm&mm desplazamiento
qwdﬁmahﬁmnuomﬁiﬂ:domomdifumﬁnihwﬁﬁndeumﬁmdéndemnomdm
lhn&l.omﬂnl(l”ﬂmwdnnqnemfnmtedeﬁnidademfonmtimeunmenoreontenidodeal-
tas frecuencias siendo la mis apropiada para un esquema de diferencias finitas.

Elpom:‘nldedelphnmimodehﬁmteecﬁdadopu:

Got) = A—l‘[ fo (1) - 4fy (t—D)+6f, (t—2A) — 41, (t—3A) +f, (t —-44)] (8)

- C , R4 R
(0=~ - Ha- ) ©)

dm«hR_2_=r’+(z—zf)’,Ce:nnfactudemp-liﬁud¢;n,Huhﬁmdﬁndcﬂuvi;ideyAsmwnstan-
tzgledemmimdpeﬁodopedmﬁmtemdoporhfuente.
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El campo de desplazamiento estd relacionado con el potencial por
i =V, (10)

Aplicando la transformada de Fourier se obtiene su espectro en el dominio de frecuencias como el ob-
servado en la Fig. 1b. Notese que en el limite A— 0, ¢ (t) se hace proporcional a la funcién de Heaviside,
y los desplazamientos a la funcién delta de Dirac.
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Fig. 1a Desplhzamiento vertical de la fuente. .Fig.1b Espectro de amplitud ’_de la fuente.

4. FORMULACION DE DIFERENCIAS FINITAS

Las ecuaciones de movimiento pueden ser escritas en forma de diferencias finitas reemplazando las varias
derivadas por sus aproximaciones centradas. La malla estd impuesta en el plano r—z. Por conveniencia los
tamafios de los incrementos espaciales Ar y Az se han considerado iguales.



359

Colocandor=m Ar,z=nlAz yt=p At, donde At es el incremento temporal, m, n, p son nimeros
enteros tales que 0 <m <M, 0 <n <Ny 0 <p <P, se representan las componentes aproximadas de los
desplazamientos en el punto de la malla (m Ar, n Az) enel tiempop Atpor Up, o o ¥ Wry 5.

Con esto las ecuaciones (2a) y (2b) se pueden escribir de la siguiente forma:

At
Cc
Um,n,p+l - 2Um,n,p_Um,n,p—l +( At )? [Um+l,n,p_2UmAn,p+Um—1,n,p]
1 VAt
c
2m Car ¥ Wmitnp = Um—1,n,p) = 77Ca7)* Umynp

(11a)

Cc 8
A G =G Wimatn,p = Wmet,n-1,0~ Wm-1,n01,p

Vel s, 20, . +U
Wi 1,n-1,p) F AR (vc) [Um,ne1,p = 2Vm,n,p+ Um,n-1,p1

929

En forma andloga:

Vwm,n,p+l = 2wm n, p_wm n,p-—1 +( Ar )2( ) [wm n+l,p_2wm,n,p+wm,n—l,p]
1

+2; Ar ( ) [1 (_)2][Um n+l ,P Um,n_l’p]

+T( cAr )2(%7)[1 °(v_c)2][Um+l,n+l,p_U,m+1.,n—1,p_Um—l,n+1,p (11b;
1 VAt v,
+Um—1,n—l,p] +H( Ar )2(v_c)2 [wm+l,n,p“wm—l,n,p]
At v
+( Ar )2(},—0)2 [wm+1,n,p_2wm,n,p+wm—l,n,p]

y las ecuaciones (3a) y (3b) para el eje se simetria, es decir para m= 0, estdn dadas por:

UO,n,p+1 =0 (12a)
W0,n,p+1 = 2WOnp WOnp 1+(Ar )2( ) [WO n+lp—2W0,n,p+w0,n—l,p]

+(Ar )2( L (1- MU n41,p = Upnotp)

+4(

2y (—)Z-IWI,,p Wo.n,p) (12b)
donde se ha considerado queuyw son regulares en el entorno de r = 0, de modo que
U_lyn’p - —Ul,n,P

= (13)
W—linap - Wl’n’p

Las ecuaciones correspondlentes a las condiciones de borde en la superficie libre, exigen la generacién de
una linea ficticia (n = —1) sobre la superficie fisica (n = 0), y en este caso las ecuaciones (4a) y (4b) adop-
tan la siguiente forma:

Um,—l,p = Um +( )[Wm+1,0,p—wm-l,0,p] {14a)
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Az Vst

Wm,-l,p Wm, 1,p + (E) [1 -ZT‘)Z ] [Um+1,0,p _Um—l,O,p]

14b)
2 Dz sty (
Ao 1-26) W 0,p
En el eje, es decir para m = 0, las ecuaciones (3a) y (5) se pueden escribir como:
Yo1.p =0 (152)
— AZ vsl

El conjunto de las ecuaciones (14) y (15) permiten calcular los valores de U y W para cualquier instante
de tiempo p sobre la linea ficticia n = —1. Conocidos los valores sobre esta linea, es posible usar las ecua-
ciones (11) y (12) sobre la superficie libre n = 0.

En forma andloga, las ecuaciones correspondientes a las condiciones de borde en la interfaz obligan al
uso de una linea ficticia que se extiende al medio inferior, pero que conserva las caracteristicas del medio
superior, y en este caso las ecuaciones que nos permiten calcular Uy W sobre esta linea ficticia n = N+ 1
estan dadas por:

M Ha
Urln,N0+1,p - [1_(I)] Urln,N0+1 + (E)Urzn,Z,p )
' (16a)

1 Az, Ha. oo :
- . )
1 Y T P2, Ve2 )0 1 Az, Ve s
Wm,No+l’p [l (pl )(vcl) ]Wm’No’p+(pl)(vc1) Wm’z,p 2(Ar )I[[1_2(-;c_1) ]
7 P2 Vea 72 Vs2 5 ‘ . . 9 (16b)
—(— —_—e __)(— — iy i |
(pl)[(vcl) 2(Vc1) 11 [Um+1’N0’P Um‘l,No,P+mUm,No,P]
Enel ejem =0:
Up,Ng+1,p = O (17a)
A\ A\’
wi =[]1-— P2, Tc2., wi + P2\ Tc2 o
0’N0+l:p [ (pl)(vcl) ] O’NO,P (pl)(vc, )WO,z:P (17b)

Az vs ' \% Vs.
"2(—AT) Il 1_2(v_c:)2 ] _(%)[%)2 —2(vc_lz)2 11 Ui, No, p

5. PROCEDIMIENTO DE CALCULO

La fuente utilizada posee una discontinuidad infinita en el punto (0, z¢), por o tanto, en dicho entorno
se pierde precision en el cdlculo de las derivadas parciales formuladas en términos de diferencias finitas, de-
bido a que las componentes del desplazamiento son muy grandes.

Para evitar este problema la fuente es rodeada por una regién cilindrica finita en donde es calculada la
fuente y a través de sus bordes es traspasada la informacion al medio que la rodea.
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El esquema del procedimiento del célculo es el siguiente:

— Primero se definen dos regiones de calculo: la region I, que contiene a la fuente, que estd definida er
el apartado (2), y que tiene por limite el borde L, Fig. 2, y la region II que corresponde al medio que
rodea a la regién I y que posee un limite interno L,. Ambas regiones se fusionan a través de las condi
ciones de borde establecidas en L y L,, las que ademds suprimen las reflexiones generadas por dicho:
bordes fijos.

ICl
-~
d
!
3
o
¥
$ [=] =
H L E
n=1 (superficie libre) -
I’“"l‘z"|
] r-- L1.1 |
I fuedte | | n=NF
L JI
) I i
b som wllame = a)

n=NI (interfaz)

n=N

Fig. 2 Malla utilizada; m = 1, M; n = 1, N; NI corresponde a la interfaz, NF
a la profundidad de la fuente; L;-y L, definen los limites de las regio-
. nes I y II de célculo.

- Llamando UF, WF a las componentes radial y vertical del desplazamiento generado por la fuente,
UR, WR a las reflexiones generadas por la superficie libre y la interfaz, para t = 0:

UR=WR =0 (18)
U=W=0

— En la region I se utilizan las ecuaciones (II) para calcular los UR y WR, usando como condicién d
borde en L,.

UR =U-UF 19
WR =W — WF 42
Si se desea conocer U y W en la region I, es necesario agregar los UF y WF calculados analiticament

(esto no puede hacerse en la fuente, donde R = 0); en particular, esto es necesario en L;, puesalli s
requiere conocer U y W como condicion de borde para la region 1.
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— En la region II se calculan U y W usando las ecuaciones (II), con las caracteristicas elasticas correspon-

dientes al

medio donde se ubique el punto, se imponen las condiciones de borde en la superficie libre

y en la interfaz. Las condiciones iniciales son:

U=UF

W =WF (20)

— Del célculo de Uy W en la region II se obtienen las condiciones para la region I restando en Ly UF y
WF de los valores de U y W obtenidos.

La continuidad espacial entre la region I y II se logra por medio de las condiciones de borde entrelaza-
das que se inician con la ecuacion (18) en I'y con la ecuacién (20) en la region IL

En resumen tenemos:

i) Enp=—1 se imponen los valores U y W idénticamente nulos en todos los puntos de la malla.

ii) En p = 0 los desplazamientos son s6lo debidos a la fuente (ec. 20) y las reflexiones son nulas
(ec. 18).

iii) Para tiempos posteriores p = 1, 2 .....P, el orden de ejecucion es el siguiente:

10

20

30

40

50

Sobre L, se calculan las componentes de las reflexiones UR y WR imponiendo la ecua-
cion (19).

En la region I se calculan los UR y WR mediante las ecuaciones (11) de propagacion usan-
do como condicion de borde, las reflexiones calculadas en L, segun el punto anterior.
Sobre el eje de simetria se utilizan las ecuaciones (12).

Sobre L; se calculan las componentes del desplazamiento Uy W usando la ecuacién (19).

Se imponen las condiciones de borde de la superficie libre (ecs. 14 y 15) y las de la
interfaz (ecs. 16y 17).

En la region II se calculan los componentes del desplazamiento U y W usando las ecuacio-
nes (11) y (12) donde se utilizan los desplazamientos calculados en L; segin el tercer
punto.

Este proceso se repite pasando p —>p+ 1 hasta alcanzar la condicién final.
El criterio de estabilidad utilizado corresponde a:

Voll Vs 2 1an
(5 < O+E) @)

cuyo desarrollo se presenta en la publicacion de Alterman & Lowenthal (1970).

Finalmente para evitar los problemas relacionados con dispersion de grilla, se impuso un nimero minimo
de 10 puntos de la malla por longitud de onda, en la frecuencia dominante del espectro de potencia de la

fuente, lo que
Keller y Boore,

corresponde al criterio utilizado en problemas numéricos semejantes al nuestro (Alford,:
1974).

6. CONDICIONES DE BORDE TRANSPARENTE

Las condiciones de borde sugeridas por Smith (1974) requieren de superposicién de dos soluciones S1'y
S2, para cancelar los efectos de las reflexiones generadas por la frontera lateral m = M.

La solucién

S1 se obtiene imponiendo, en dicha frontera, desplazamientos normales nulos y tensiones

tangenciales nulas de modo que las ecuaciones (2) adquieren la siguiente forma:
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u =0 (22a)
2w | Vs, 9*w _ 1 3w
0z2 +(vc) orr v, ot LRy

La solucién S2, por su parte, impone desplazamiento tangencial y tensiones normales nulas sobre la fron-
tera, y, en este caso, las ecuaciones (2) se transforman en:

w = 0 (23a)
o%u  u Vs, 0%u 1 3%u
—_— =4 (—)2 — = — —
art "2 (vc) 0z2 v, ot? (230

En su publicacién, Smith (1974) muestra analfticamente cémo ambas soluciones presentan un desfase en
oposicion en la parte correspondiente a las reflexiones, de suerte que la superposicion de ellas elimina las
contribuciones espurias de las reflexiones laterales.

La formulaci6n e implementacién en diferencias finitas de las ecuaciones (22) y (23) obedece a la misma
técnica planteada anteriormente.

Si se analiza el caso de una fuente ubicada a 6 A z de profundidad, en una malla de 20 Ar x 60 At con
una interfaz a 20 Az de la superficie, con Ve = 1.33 km/seg y v.5 = 2.0 km/seg. Considerando (A= u),
A=0.2seg, Ar=Az=0.1km, At=0.03 seg, los resultados se pueden observar en la Fig. 3, se aprecia la
eliciencia del método propuesto por Smith (1974).

La Fig. 3a muestra los desplazamientos radiales, productos de la solucién S1 (ec. 22); en forma andloga,
la Fig. 3b corresponde a dichos desplazamientos segiin la solucién S2 (ec. 23); la Fig. 3¢ representa la su-
perposicion de las soluciones S1 y S2, las que pueden compararse con la Fig. 3d que corresponde al caso en
que se ha alejado el borde lateral en 20 Ar, imponiendo condiciones de borde rigidas sobre éste.

7. ANALISIS DE RESULTADOS

A continuacion se presentan los resultados obtenidos con una malla de 30 Ar x 60 Ar, con una profun-
didad de la fuente y de la interfaz de 15 A z y 30 Az, respectivamente; Vg = 1.33 km/seg, v = 2.0 km/
seg, (A=p), Ar=Az=0.1 km, At =0.03 seg, A= 0.2 seg.

Inicialmente se impuso condiciones de borde rigidas en la frontera lateral para una posterior compara-
cién con las condiciones de borde de Smith.

En las Figs. 4a y 4b se muestran los desplazamientos verticales y radiales en el epicentro y a distancias de
S Ar, 10 Ar, 15 Ar, 20 Ar, 25 Ary 30 Ar de éste, todos ellos en superficie.

En las Figs. 4 y 5 se puede apreciar la disminucién de amplitud de la primera llegada (onda P) en funcién
de la distancia al epicentro debido a atenuacién geométrica.

En la Fig. 4a se puede distinguir claramente la llegada de la onda P que se reflejo en la interfaz como on-
da P (P, P) y la llegada de la contribucién de la onda reflejada en el borde rigido lateral (BR). Evidentemen-
te, estas reflexiones se pueden distinguir en forma mds clara en la Fig. 4b correspondiente a la componente
radial de los desplazamientos.
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DESPLAZAMIENTO RADIAL
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24 4 % 120 "M
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Fig. 3 Desplazamiento radial.
a) Solucion S1.
b) Solucion S2.
c) Superposicion de S1 y S2.
d) Comparacion con frontera rigida lateral alejada

(b)

(c)

(d)



Fig. 4(a) Desplazamientos verticales en
superficie con condiciones de
borde laterales rigidas.
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Fig. 4(b) Desplazamientos radiales en superficie con condiciones de borde
laterales rigidas.
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Fig. 5(a) Desplazamientos verticales en superficie con condiciones de bor-
de transparentes. La fase Py, P corresponde en la onda P que se
reflejé en superficie y en la interfaz.
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"Fig. 5(b) Desplazamientos radiales en superficie con condiciones de borde
transparentes.
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Fig.6 Representacion esquemdtica de las diferentes fases observadas en

los sismogramas sintéticos.

369



370

Las Figs. 5a y 5b corresponden a los desplazamientos verticales y radiales a las mismas distancias epicen-
trales que las Figs. 4a y 4b. Notamos que las fases son maés claras de distinguir; por ejemplo, €l sismograma
correspondiente a 5 A r del epicentro, con las condiciones de borde de Smith, nos permite identificar clara-
mente la onda P que se reflej6 en la interfaz como S,(P; S), lo que era imposible de hacer en su andlogo con

condiciones de borde rigidas. La Fig. 6 muestra esquematicamente el signiticado de las ondas P{P, P; S,
Py; Py BR.

La implementacién de las condiciones de borde de Smith es simple y, aunque significa un costo doble en
computacién con respecto a las de borde rigido, los resultados justifican ampliamente su uso, puesto que
significa independizarse del tamafio de la malla a utilizar.

8. CONCLUSIONES

El modelo de Alterman & Karal (1968) ha sido adecuadamente reproducido lo que significa contar con
una poderosa herramienta numérica en la produccién de sismogramas sintéticos. Aunque la geometria cilin-
drica conlleva algunas limitaciones, es posible utilizarlo en casos de estructuras mds complejas.

Las condiciones de borde de Smith (1974) anulan eficientemente las reflexiones producidas por el tama-
fio finito del dominio de célculo.

A pesar del ahorro en puntos de cilculo debido a la simetria cilindrica, el tiempo de computacién en un
computador IBM 370 es de 30 minutos CPU para el caso de una malla de 30 Ar x 60 Az y 250 pasos tem-
porales. ) )
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